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KILKA UWAG O WYMIARZE FRAKTALNYM MINKOWSKIEGO
ORAZ WYKLADNIKU HURSTA
NA GIELDZIE PAPIEROW WARTOSCIOWYCH

Wiadomosci wstepne

Wymiar Minkowskiego stosujemy wowczas, gdy nie mozna oceni¢ skali po-
dobienstwa badanej figury. W wigkszos$ci przypadkow jest on taki sam jak wymiar
topologiczny czy Hausdorffa-Besicovitcha. Czasami jednak jest wigkszy od innych
wymiarow tej samej figury. Bywa tez nazywany wymiarem pudetkowym, poniewaz
jest oparty na koncepcji zliczania liczby pudetek, ktorymi si¢ pokrywa badany zbior.
W wielu wypadkach jest on przydatniejszy w uzyciu. Aby go zdefiniowaé, zauwaz-
my, ze zachodzi przyblizona zalezno$¢':

N(F) = &2 (1)
Mozemy zatem napisac:
N(F)=s-e?® 2
gdzie
s — pewna stala dodatnia,
N(F) — liczba zbioréw pokrywajacych zbior F,
¢  —maksymalna $rednica zbiorow pokrywajaca zbior F.

D(F) — pewien wyktadnik potegi.

' Zob. [4].
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Logarytmujac réwnos¢ (2), otrzymujemy:
log N(F)=log(s - ¢?)=1logs +loge®?=1logs—Dloge

logN(F) logs €)
—loge —loge’

D(F)=

Przechodzac do granicy, otrzymujemy:

d. (F)= lim[ 08NU)  logs ) . log N(F) 4
M e»0'\ —loge  loge ) es0 1 4)
log—
£
bo lim lggz =0; d,(F) nazywamy wymiarem Minkowskiego (lub wymiarem
e—0"

pudetkowym). Aby uzyska¢ wymiar Minkowskiego, mozemy stosowac cztery row-
nowazne sposoby pokrycia danego zbioru F:

— najmniejsza liczba kul o promieniu co najwyzej ¢ pokrywajacych F,

— najmniejsza liczba kostek o boku ¢ pokrywajacych F,

— najmniejsza liczba kratek o boku ¢ przecinajacych i pokrywajacych F,

— najmniejsza liczba zbiorow o $rednicy co najwyzej ¢ pokrywajacych F.

Jako prosty matematyczny przyklad zastosowania wymiaru Minkowskiego rozpatrz-
my standardowy zbidr Cantora® (rysunek 1):

Rys. 1. Fragment zbioru Cantora

G
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Zrédfo: opracowanie wiasne.

2 Zob. [2]irys. L.
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Zbior Cantora jest nieskonczonym zbiorem punktéw odcinka jednostkowego,
ktory dzielimy na trzy rowne czgsci, po czym usuwamy srodkowy. Kazda z pozosta-
tych czesci rowniez dzielimy na trzy réwne czgsci i zndw usuwamy ich srodkowa
czg$¢. Opisany proces powtarzamy do nieskonczonosci. Odcinek o dlugosci 1 po-
krywa caty zbior Cantora: ¢ = 1 oraz N(F) = 1. Aby pokry¢ zbiér Cantora odcinkami

1
dlugosci €= 3 potrzeba N(F) =2 =2' odcinkdéw. Aby pokry¢ zbior Cantora od-
. . . 1 . . .
cinkami dtugosci ¢ = 9 potrzeba N(F) =4 =2? odcinkow itd. Wreszcie, aby po-
kry¢ zbior Cantora odcinkami o dlugosci ¢ =3%, potrzeba N(F)=2" odcinkow.

Zgodnie z tym, wymiar Minkowskiego ma warto$¢:

d,, (F)= lim log N(F) _ lim log2" log2

= =0,63.
£—>0" ]()gg_1 £—0" log?,” log3

1. Przyktad empiryczny dotyczacy gietdy papierow wartosciowych

Powstaje pytanie: jak mozna wykorzysta¢ wymiar Minkowskiego w zagadnie-
niach ekonomicznych? Okazuje sig, ze wyliczenie wymiaru Minkowskiego, opiera-
jac sie na przyktad na wykresie cen akcji, mozna spozytkowac¢ do analizowania tren-
dow badanych spotek. Te spotki, ktorych akcje wykazuja mate lub wielkie wahania
w cenie, zachowuja si¢ na og6t podobnie. Praktycznie wyznaczenie wymiaru Min-
kowskiego z wykorzystaniem komputera sprowadza si¢ do nastepujacej procedury:
a) pokrywamy zbior siatka o boku ¢ i liczymy, do ilu kostek wpadaja punkty mie-

rzonego zbioru,
b) powtarzamy to rozumowanie dla kilku wartosci ¢;
c) otrzymane warto$ci nanosimy na wykres logarytmiczny.
Wygenerowane punkty uktadaja si¢ z mala tolerancja na linii prostej. W tym przy-
padku interesuje nas wspotczynnik kierunkowy otrzymanej prostej, ktory jest wy-
miarem Minkowskiego. Aby stopien dopasowania szukanej prostej do danych rze-
czywistych byt jak najlepszy, mozna zastosowa¢ metode najmniejszych kwadratow.
Stosujac te procedurg, otrzymano wymiary fraktalne Minkowskiego wybranych
spotek przedstawione na rysunku 2.
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Rys. 2. Poréwnanie wymiaréw fraktalnych niektorych spotek

Wymiar fraktalny Minkowskiego dla wybranych spétek

1,32

1,3
1,28
1,26
1,24

Wymiar fraktalny

1,22
1,2 4

Zrédfo: opracowanie wiasne na podstawie danych z 2007 roku.

Z rysunku 2 wynika, ze takie same wymiary fraktalne Minkowskiego maja
spotki Elektrim i BSK — 1,3, oraz Optimus i TP SA — 1,27. Nieco mniejsze wymiary
otrzymano dla PKO i PKN, odpowiednio 1,24 oraz 1,23. Najwigkszy wymiar frak-
talny ma KGHM — 1,31. Wida¢, ze podobnie zachowuja si¢ spotki Elektrim i BSK
oraz Optimus i TP SA.

2. O wyktadniku Hursta

Niejednokrotnie praktyka pokazata, ze podejscie polegajace na o tym, ze zmia-
ny cen na gieldzie papierow warto§ciowych mozna traktowac¢ jak zmienne losowe
o rozktadzie normalnym, bywa ryzykowne. Ryzykowne jest tez stwierdzenie, ze
informacja w sposéb liniowy wplywa na poziom inwestycji samych inwestorow.
Gdy dana informacja nie jest rownomiernie przyswajana, moze to spowodowac, ze
w tak zwanym szeregu czasowym mamy do czynienia z korelacjami dlugotermi-
nowymi. Angielski hydrolog H. Hurst odkryt wtasnie takie dtugoterminowe kore-
lacje miedzy poziomami wody na Nilu (podczas budowy tamy). Okazato sig, ze
ciag przyrostow poziomu Nilu nie jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie. Tym sposobem, wprowadzajac pojecie wyktadni-



KILKA UWAG O WYMIARZE FRAKTALNYM MINKOWSKIEGO
ORAZ WYKEADNIKU HURSTA NA GIEEDZIE PAPIEROW WARTOSCIOWYCH

161

ka Hursta, znalazt uogolnienie wzoru A. Einsteina dotyczacego ruchu Browna
D, = c\/t_, D, — droga, jaka czastka przebywa w czasie ¢, ¢ — stata) w przypadku
procesu, ktorego przyrosty nie maja rozkladu normalnego i sa zalezne. H. Hurst
odkryt, ze wigkszo$¢ zjawisk naturalnych podlega obciazonemu bladzeniu losowe-
mu (trendowi polaczonemu z szumem). Do zdefiniowania wyktadnika Hursta moze-
my postuzy¢ si¢ nastepujacym wzorem?:

[g} =a-n" ®)]

gdzie n € N, a> 0 — pewna stala dodatnia.
Roéwnanie (5) po zlogarytmowaniu obustronnym jest rOwnowazne zalezno-
sci:

log(gj =Hlogn+loga (6)

S

raz zakresu wahan R do odchylenia standardowego S w przypadku szeregu czaso-

R
Wielkos¢ (—j nosi nazwe przeskalowanego zakresu*. Wyznaczamy go jako ilo-

wego zawierajacego n obserwacji. Rownanie (6) pokazuje tez, ze aby znalezé

R
wyktadnik Hursta, najpierw nalezy oszacowacé [f) dla réznych n, a nastgpnie

rozwigza¢ rownanie (6), stosujac regresj¢ liniowa. W relacji tej wartos¢ wyktadnika
H mozna potraktowac jako wspolczynnik kierunkowy regresji i estymowac¢ metoda
najmniejszych kwadratéw. Innymi stowy, otrzymane metoda najmniejszych kwa-

R
dratow nachylenie liniowego wykresu logarytmow [EJ wzgledem logarytmow n

da nam warto$¢ wspotczynnika Hursta — H, oraz stala a.

R
Do wyznaczenia wartos$ci (g) mozna postuzy¢ si¢ nastepujaca metoda:

3 Zob. [3].
4 Ibidem.
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1. Majac szereg czasowy o dlugosci M, na przyklad dotyczacy notowan na
gietdzie, po skonwertowaniu go do logarytmicznego szeregu czasowego stop zwrotu
o dlugosci N = M — 1 otrzymujemy:

b

), t=1,2,...M-1 (7
F_

X, =In(

gdzie P — cena na koniec okresu z.
2. Nastepnie szereg czasowy X, X, ..., X,, dzielimy na k podszeregow cza-

N .
T gdzie n, k

sowych — kazdy liczacy po n elementow, tak ze N=k-n oraz n=
— liczby naturalne, przy czym najczgsciej przyjmujemy 10<n< % Oznaczmy do-
wolny podszereg czasowy o n elementach przez X, X.,.., X", gdzie

me {1,2,..,k}. Wowczas kazdy element tego podszeregu mozemy wyrazi¢

symbolicznie X! (m e {1,2,..,k} dla i=1,2,..,n).

Srednia arytmetyczna danego m-tego podszeregu ma postac:

)?m:%ixf dla m=1,2, .k ®)
i=1

m

a odchylenie standardowe:

S, = L3 ~X,)? dla m=1,2,..,k ©)
n -

3. W dalszej kolejno$ci w ramach podszeregéw czasowych (rozpatrywanych
powyzej) wyznaczamy odchylenie skumulowane:

X,, = S, -X,) da m=1,2,..k (10)

m,n
t=(m—1)-n+1

4. Nastepnie obliczamy rozstepy skumulowanych szeregéw czasowych:

R, = max (X,,)- min (X,,) da m=12, ..k (11)

<p<— <n<—
10<n< 5 10<n< 5
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5. Dla kazdego skumulowanego szeregu czasowego oblicza si¢ tak zwane prze-
skalowane rozstepy, dzielac rozst¢p przez odchylenie standardowe tego szeregu.

RY 14R
RY _1$ R, 12
(S]n kS, (12)

Procedurg opisana w punktach 1-5 przeprowadza si¢ dla roznych dhugosci szere-
gu czasowego n. W ten sposob otrzymuje si¢ zaleznos¢ wielkosci R/S od dhugosci
szeregu n.

Zachodzi $cisty zwiazek wyktadnika Hursta z wymiarem fraktalnym Minkow-
skiego. Pokazuje to nastgpujace rownanie:

d =2-H (13)

Aby to pokaza¢, dodatkowo zdefiniujemy pojecie utamkowy ruchu Browna® oraz
samopodobienstwo procesu stochastycznego.

Definicja 1.

Ulamkowym jednowymiarowym ruchem Browna z parametrem H nazywamy
proces gaussowski {B7(f), t € R}, ktory dla H € <0, 1> spelnia nastgpujace dwa
warunki:

(1) BA(0) = E(B"(¢)) =0, dla t € R,

(2) cov(B" (t),B" (s)) = E(B" (1)B" (s)) = %(|z|”’ +|s ~|s ="y dla s,t€R.
Utamkowy ruch Browna jest ogolniejsza odmiang obciazonego bladzenia losowego

uzyskujemy tradycyjnie rozumiany ruch

>

w przypadku ciagtym®. Gdy H =%
Browna.

Definicja 2.

Proces stochastyczny {X(¢); ¢t € R} jest samopodobny z wyktadnikiem H >0,
jezeli dla kazdej warto$ci a > 0 spetniona jest relacja:

X(at)iaHX(t) (14)

5 Zob. [5].
¢ Ibidem.
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lub r6wnowaznie:

d
X=X _ ot xary (15)
a
_ d
gdzie symbol = oznacza rowno$¢ rozktadow skonczenie wymiarowych po obu

stronach réwnania.

Nalezy doda¢, ze zmienne losowe X 1 ¥ nazywamy zmiennymi o identycznych roz-
ktadach, jezeli maja takie same dystrybuanty, czyli F\(4) = F (4) dla wszystkich

d
zbioréw borelowskich’. Fakt ten oznaczamy: X =Y. Zauwazmy, ze ulamkowy
ruch Browna jest procesem samopodobnym z wyktadnikiem H:

d
B (at)=a" B¥ (t) dla kazdego a > 0.

Zachodzi tutaj rownos¢ dystrybuant, czyli P(B* (af) < x) = P(a* B"(f) < x), ponie-

waz

P! B () <) =P () <y =P e P T,
oW
P(8" (aty<x)= PP Xy g ¥y
A

Sprobujemy odpowiedzie¢ teraz na pytanie — jaki jest wymiar fraktalny Minkow-
skiego trajektorii utamkowego ruchu Browna? Wobec definicji 1 i ostatnich rozwa-
zan zauwazmy, ze wlasnosci statystyczne utamkowego ruchu Browna B (¢) sq takie
B" (1)

same jak ——. Rozwazmy odcinek o dtugosci 1 dla B”(¢) przy t € <0, 1>. Przy-
2

pusémy, ze pokryliSmy wykres B (f) dla t € <0, 1> N pudetkami, z ktérych kaz-

de ma dtugos$¢ boku réwna e. Rozwazmy teraz pudetka o dtugosci boku % Po-

7 Zob. [1].
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\
niewaz skala samopodobienstwa dla fraktala jest niezmiennicza®, wiec obraz B (f)

.. 1 1 . . ..
dlat € <0, % > powinien by¢ (E)H =7 razy mniejszy niz obraz B (f) dla catego

1
odcinka < 0, 1>. Taka sama zalezno$¢ zachodzi dla B#(f), gdy te<§,1>, czyli

dla re< 0,%> i dla re< l,1> bedziemy potrzebowali do pokrycia B(7)

2
) 2N & .
w kazdym przypadku —- pudetek o boku 5 a dla catego odcinka mamy 2*" N

2H
£ . : o .
pudetek o boku 5 Rozumujac identycznie, czyli dzielac teraz odcinek < 0, 1> na

11 13

<3 <3 <Z’1> 1 biorac pudetka o boku %,

b

cztery odcinki: < O,% >
mamy ich ogotem (227)’N. W efekcie uzyskamy do pokrycia B”(f) na odcinku

£
<0, 1> ogdtem (2**)" - N pudetek o dlugosci boku POk a w przypadku granicz-

n

nym mozemy napisac:

2-H~\n _ _
d, = lim 082 N) _pp n@-H)*log, Ny, nC=H) | log, N

e 2" noo  n—log,e  aow n-log,e n-log,&
10g2(?)
. 2-H . log, N
 fim — ¢ ) 4 fim 0% =2-H+0=2-H.

n—»o I’l(l —;logz 8) n—o N — 10g2 &

1

Wyktadnik Hursta rozpatrujemy w trzech przypadkach: 1) H=—;2) H e(%,1>;

0|

1
3 —
)He<Q2)
1. H :% otrzymujemy w przypadku granicznym dla n — o i a=,/—72r, gdy

dane pochodza z ciagu niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie®.
Uktad zachowuje si¢ wtedy losowo, wykonujac na przyktad ruch Browna lub bla-
dzenie przypadkowe'’.

8 Zob. [4].
° Zob. [3].
10 Ibidem.
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2.Gdy H e (%, 1>, to badany uktad ma tak zwany efekt dlugiej pamigci, czyli

charakteryzuje si¢ duzym stopniem korelacji dodatniej. W takim przypadku badany
szereg nazywamy persystentnym (uporczywym). Kazda obserwacja przechowuje
pamig¢ o wezesniejszych zdarzeniach. Pamigé ta moze sigga¢ dowolnie daleko, jed-
nak wydarzenia dawne w czasie maja mniejszy wpltyw od niedawnych wydarzen.
Przyktadowo, gdy w przesztosci mieli§my trend wzrostowy, to na przyklad przy
wyliczonym dla tego przypadku wyktadniku Hursta H=0,8 otrzymujemy 80%
szansy na to, ze trend ten utrzyma si¢ w przysztosci. To samo dotyczy trendéw spad-
kowych.

. 1 . . .
3. Jezeli H <0, 3), to mamy do czynienia z szeregami antypersystentnymi.

Tego typu szeregi wykazuja wigksza zmiennos$¢ niz zwykle szeregi losowe charak-
teryzujace na przyktad ruch Browna. Dla szeregéw antypersystentnych wystgpu-
je ujemna korelacja, czyli gdy przyktadowo wyktadnik Hursta wynosi H = 0,2, to
mamy 80% szansy na to, ze w przysztosci trend zmieni kierunek wobec obecnego.
Wystepowanie tutaj trendow wzrostowych lub spadkowych powoduje zmiang kie-
runku trendu w przysztosci. Zjawiska opisywane szeregami antypersystentnymi wy-
stepuja dos¢ rzadko. Przyktadowe obliczenia wyktadnika Hursta dla WIG, WIG 20,
BRE przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Przyktady obliczen wymiaru Hursta dla wybranych spoétek notowanych na GPW
w Warszawie

Rodzaj notowan | Szacowana dtugo$¢ okresu n | Szacowana warto$¢ wyktadnika Hursta
BRE dZ|enn<‘e 74, 50 0,58
tygodniowe 40, 30 0,67
WIG 20 dZ|enn¢.a 100, 40 0,58
tygodniowe 40, 12 0,64
WIG d2|ennv.e 110, 40 0,59
tygodniowe 40, 12 0,67

Zrédlo: opracowanie wiasne — na podstawie danych z 2005 roku.

Jak wida¢, we wszystkich wymienionych przypadkach wyktadnik Hursta

H> 5 Jest wigkszy od 0,5, czyli mamy do czynienia z szeregami czasowymi per-

systentnymi, zachowujacymi pamig¢ o zdarzeniach poprzednich.
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Whioski

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze takie pojgcia jak wymiar fraktalny
Minkowskiego oraz wyktadnik Hursta, moga by¢ do$¢ uzytecznym narzedziem ba-
dawczym na GPW.
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W

SOME REMARKS ON FRACTAL DIMENSION OF MINKOWSKI
AND HURST’S EXPONENT AT THE STOCK EXCHANGE

Summary

In the paper has been showed on selected models fractal dimension of Minkowski and
Hurst’s exponent and way their utilization at the Stock Exchange in Warsaw.

Translated by Henryk Kowgier






