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STRESZCZENIE

W artykule podjg¢to problem wykorzystania rachunku wariacyjnego do optymalizacji
rozktadu produkcji w czasie dla okreslonego produktu. Zastosowanie rachunku wariacyjne-
go jest mozliwe tylko w przypadku uzycia deterministycznych modeli decyzyjnych do opisu
dynamiki rozktadu produkcji. Przeanalizowano wybrane postaci analityczne funkcji kosztow
produkcji, ktorych mozna uzy¢ w funkcji kryterialnej wspomnianego modelu. Dzigki takie-
mu podej$ciu mozna w stosunkowo prosty sposob wyznaczy¢ funkcje, opisujace rozktad
produkcji w czasie, ktore jednoczesnie beda minimalizowaé catkowite koszty produkc;ji.

Stowa kluczowe: rachunek wariacyjny, optymalizacja, funkcja kosztow, rownanie Eulera

Wstep

Waznym i jednocze$nie interesujacym zagadnieniem jest okre§lanie optymal-
nego rozkladu produkcji w czasie w przedsiebiorstwach o réznym typie produkc;ji.
Wymaga to umiejetnosci konstruowania modeli decyzyjnych, charakteryzujacych
si¢ odmiennymi wlasciwosciami w zalezno$ci od parametrow jednostek gospodar-
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czych. Inaczej proces ten wyglada w przypadku, gdy problem analizuje si¢ w warun-
kach deterministycznych, a inaczej w stochastycznych.

W warunkach pewnosci, zadania decyzyjne sa prostsze i tatwiejsze do rozwia-
zania. Takie warunki sa spelnione, gdy decydent jest w posiadaniu w petni wiary-
godnych informacji o ksztaltowaniu si¢ parametrow modelu decyzyjnego w catym
analizowanym okresie. Przede wszystkim konieczna jest wiarygodna informacja
o zapotrzebowaniu na analizowany produkt w okre§lonych momentach (przedzia-
fach) czasu. Taka gwarancje daje z reguty podpisanie umoéw na dostawe z odbiorca-
mi, Sci§le okreslajacych ilos¢ i terminy dostaw. Jest to dla firmy sytuacja zupetnie
korzystna, gdyz umozliwia zamdéwienie z wyprzedzeniem surowcdéw i urzadzen,
niezbgdnych do realizacji produkcji.

Zasadniczy wptyw na doboér metod rozwiagzywania zadan programowania pro-
dukcji w czasie ma tez traktowanie procesu produkcji jako dyskretnego lub ciaglego.
Zalezy to od typu, a takze charakteru produkcji. W przypadku produkcji o charakte-
rze masowym (potokowym) lub wielkoseryjnym mozliwe staje si¢ traktowanie jej
jako procesu ciagltego. Mozna wtedy przyjac, ze zaroOwno poziom zapotrzebowa-
nia, jak i wielkos$¢ zapasow réwniez sg zmiennymi cigglymi. Zatozenie o ciggtosci
zmiennych, opisujacych produkcje, zapotrzebowanie i1 zapasy, stwarza mozliwos¢
wykorzystania przy rozwiazywaniu zadan programowania produkcji rachunku wa-
riacyjnego. Taka mozliwo$¢ wynika z faktu, iz rachunek wariacyjny daje szanse
znalezienie funkcji opisujgcej optymalny rozktad produkcji w czasie. W przypadku,
gdyby zastosowanie rachunku wariacyjnego bylto niemozliwe, mozna wykorzystac
rachunek rozniczkowy, umozliwiajacy znalezienie ekstremum funkcji wielu zmien-
nych. W efekcie otrzymuje si¢ nie funkcje rozktadu produkcji w czasie, ale ciag
wielkosci dla poszczegoélnych podokreséw uzyskanych jako rozwigzanie uktadu
roéwnan normalnych. Pelny wyktad podstaw rachunku wariacyjnego mozna znalez¢
m.in. w pracy [zob. Gelfand, Fomin 1975].

Kryterium i konstrukcja modelu decyzyjnego

Jako zasadnicze kryterium przy rozwigzywaniu zadania programowania pro-
dukcji w czasie przyjeto koszty ponoszone przez przedsigbiorstwo w zwigzku z pro-
wadzeniem dziatalnosci produkcyjnej. Koszty te mozna podzieli¢ na trzy gtowne
kategorie:
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— bezposrednio uzaleznione od skali produkcji i bedace pewng funkcja jej
wielkosci;

— ponoszone w zwiagzku z koniecznoscig przechowywaniu w magazynach czg-
$ci niesprzedanej lub nieodebranej w danym momencie produkcji, jako po-
krycie przysztego zapotrzebowania;

— wynikajace ze zbyt malej w danym momencie wielkosci produkcji, stwa-
rzajacej jej niedobor, a w zwiazku z tym pewne dodatkowe naktady i straty.

Najwicksze problemy stwarza kwantyfikacja kosztow niedoboru produkcji.
Okresowe braki w pokryciu zapotrzebowania na okreslone zamowione produkty
moga generowa¢ dodatkowe koszty, wynikajace z naktadanych kar umownych, ko-
niecznosci nagltego zwigkszenia rozmiaré6w produkcji i poniesienia dodatkowych
kosztow (np. osobowych, z tytulu wydluzonej eksploatacji urzadzen). Czeste wyste-
powanie wahan poziomu produkcji prowadzi w dtuzszym czasie do nieracjonalne;j
eksploatacji urzadzen i zakldcen w pracy zalogi zaangazowanej w produkcje. Tym
samym mozna uzna¢ koszty niedoboru jako niekoniecznie proporcjonalng funkcje
odchylen pomiedzy zglaszanym zapotrzebowaniem a rozmiarami produkc;ji.

Koszty magazynowania gotowych produktow najczegsciej przyjmuje si¢ jako
liniowa funkcje wielkos$ci przechowywanych zapaséw. Wynika to z realnego zato-
zenia, iz koszty te zawieraja elementy stale (np. utrzymanie, amortyzacje, obstuge
1 konserwacje¢ pomieszczen) oraz zmienne, obejmujace gtownie czynnosci tadunko-
we, konserwacje zapasow produktow itp. Zasadnicza role pelnia jednak pierwsze
wymienione kategorie kosztow.

Zatézmy, ze przedsigbiorstwo produkuje masowo jeden wyrob. Zapotrzebo-
wanie na niego w kazdym momencie ¢ badanego okresu jest znane i mozna je okre-
§li¢ funkcjg v(¢) > 0. Jezeli jako x(¢) okreslimy funkcje rozktadu produkeji w cza-
sie, to f {x(r)] bedzie oznacza¢ funkcje opisujaca zaleznos$¢ kosztow od wielkosci
produkcji w kazdym momencie ¢. Przyjmujac zatozenia o masowym charakterze
produkcji jednoczesnie przyjmujemy, ze x(¢), v(¢) oraz poziom zapasu wytwarza-
nego produktu sg ciggtymi funkcjami zmiennej czasowe;j ¢. Niech 4 oznacza jednost-
kowy koszt magazynowania analizowanego produktu w jednostce czasu.

Jezeli catkowite zapotrzebowanie na analizowany produkt od poczatku bada-
nego okresu okreslimy jako:

V(t):]v(t)dt (1)
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a taczng produkcje do momentu ¢ przez:

t
X(1)= [x(t)ar @
0
to zapas produktu w dowolnym momencie ¢ wyniesie
Z(t)=X()-V(t)+Z(0) A3)
W tej sytuacji zadanie dynamicznego programowania produkcji w okresie (0,7)

da si¢ opisac przy pomocy modelu decyzyjnego minimalizujgcego catkowite koszty
produkcji [Lange 1967, 256]:

D:]f[x(t)]dtJrh][X(f)—V(f)+Z(0)]dt—>mm @)

przy zatozeniach: O 0
Z(0)>0 5)
Z(t)=X(t)-V()+Z(0)>0, 0<t<T ©)
X(t)=V(T)=2(T) )

Zatozenie (5) oznaczajgce wielko$¢ zapasu poczatkowego jest oczywiste, na-
tomiast (6) oznacza nieujemno$¢ zapasu wyrobu w kazdym momencie badanego
przedziatu czasu, a wigc przyjecie, ze nie jest mozliwe uzupelnienie tego zapasu
z zewnatrz. Warunek (7) definiuje koncowy stan zapasu w magazynie.

Rozwazymy teraz kwestie¢ wyboru postaci analitycznych funkcji kosztow
f [x(t)] w zalezno$ci od skali produkcji. Biorac pod uwage mozliwosci wykorzy-
stania r6znych formut przy optymalizacji rozktadu produkcji w czasie, dokonano
wyboru takich, ktorych postaci umozliwiaja uzycie rachunku wariacyjnego do opty-
malizacji. Do spelniajacych ten warunek, a jednoczes$nie najczesciej spotykanych
w literaturze naleza:

K, (t)=a,x* (1) + ayx(¢)+ a, (8)
a,>0,a, >0,a,>0 ©)

K, (t)=byx’ (t)— byx* () + byx(t) + b, (10)
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b, >0, b, >0, b >0,b,>0 (11)
K (t)=ax’(t)+7~ (12)
a>0,3>1,y>0 (13)

K, (t)=ax™ 1)+ (14)
a>0,>0 (15)

K (t):%JM (16)
a>0,3>0,7>0,A>0,3=~ (17)
K (t)=ae™ (18)
a>0,8>0 (19)

gdzie a, b, c oraz ,«,3,7,\ — stale parametry.

Niektore z wymienionych postaci funkcji kosztow proponowano w pracy [Bar-
czak 1971, 37]. Przedstawione postaci funkcji zostaty wybrane gtéwnie ze wzgledu
na mozliwos¢ ich wykorzystania przy okreslaniu optymalnego rozktadu produkcji
w czasie z uzyciem rachunku wariacyjnego. Zgodnie z tym kazda z funkcji kosztow
musi posiadac rosnacy krancowy koszt produkcji oraz dodatnig druga pochodna.

Z tego wzgledu nie proponowano innych funkcji o zbyt skomplikowanych po-
staciach analitycznych lub tez np. funkcji liniowej, ktorej nie da si¢ w takim przy-
padku wykorzystac. W sytuacji, gdy przedsiebiorstwo produkuje wiele wyrobow,
nalezaloby oczywiscie stworzy¢ je odrgbnie dla kazdego produktu.

Idea i wykorzystanie rachunku wariacyjnego

Jednym z klasycznych zagadnien rachunku wariacyjnego jest wyznaczenie
funkcji X (7), dla ktorej catka

b
1= [1x(0).X" (1), t]dt — min (20)
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gdzie X'(r) jest pochodng X (1), osiaga minimum, a zapis ten nazywany jest funk-
cjonatem. Funkcje kryterialng (4) da si¢ przedstawi¢ [Lange 1967, 261-262] w po-
staci (20). Rozwigzanie zadania (20) polega¢ bedzie na znalezieniu ekstremum funk-
cjonatu. Poszukuje si¢ go analogicznie, jak w przypadku ekstremum zwyktej funkcji
y=f(x).

Funkcja X (t) zastgpiona zostanie przez przeksztatcong funkcje X (t) +0X (t)
Element 6.X (¢) nazwiemy wariacjg funkcji X (¢). Wstawienie zamiast X (1) wiel-
kosci X (t)—{—éX (t) zmienia warto$¢ funkcjonatu (20). Jego nowa warto$¢ ozna-
czymy przez J +6J. W sytuacjach, gdy 6J >0, lub 6J <0, funkcjonat (20) nie
posiada ekstremum. Jezeli 6J =0, wtedy ten funkcjonat posiada ekstremum. Istot-
ne jest, ze ustalajac warunek istnienia ekstremum funkcji y = f(x) nalezy zmieni¢
argument funkcji, natomiast przy badaniu ekstremum funkcjonatu warto$¢ argumen-
tu ¢ nie ulega zmianie.

Przyjmujac, ze X (t) oraz X0 X (t) maja pierwsze i drugie pochodne ciagte
wzgledem ¢, nowy funkcjonat da si¢ zapisac:

J+8J = [F[X(1)+6X(e); X' (¢)+5X"(t):)dr 1)

Przy zatozeniu, ze 6 X (t) — 0, obliczymy teraz 6J dla ustalonego ¢:
5J = j—(SX t)dt + j—ax (1)dt (22)

Wykorzystujac wyrazenie (22) zapiszemy warunek, jaki nalezy spetié, aby
wariacja funkcjonatu byta rowna zeru:

oJ=||————|0X(t)dt=0 23
‘:8)( dt GX} (t) t .

Poniewaz 6J musi by¢ rowna zero dla kazdego oX (t) , stad 6J =0, gdy
wyrazenie w nawiasie kwadratowym w (23) réwna si¢ zero:

—————=0 (24)
oX  dt oX'

Jest to tzw. rownanie rézniczkowe FEulera, ktérego rozwigzanie pozwala na
otrzymanie funkcji X (¢), sprowadzajacej do minimum funkcjonat J.
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Wyrazenie (24) wykorzystano do znajdowania funkcji, opisujacych rozktad pro-
dukcji w czasie. Zauwazmy, ze x(1)=X'(¢) ,a V' (¢) i Z(0) sa dane i nie ulegaja
zmianie. Odnoszac réwnanie (24) do warunku istnienia ekstremum funkcjonatu (20)
przy przyjeciu granic catkowania (a = 0, b =T) otrzymujemy:

OF d oF d
—=h oraz ———=— f"|x(t
oX dt 0X' dtf[ ()]

Roéwnanie Eulera (24) zapiszemy wigc w postaci:

h

/x(@)]

Warunek (25) wskazuje, ze dla minimalizacji funkcji rozktadu produkcji w cza-

h —%f”[x(t)] =01lub x (¢)= (25)

sie, koszt magazynowania powinien by¢ réwny zmianie (przyrostowi) kosztu kran-
cowego, wynikajacego ze zmiany rozkladu produkcji w czasie.

Przeanalizujemy teraz, jakie postaci beda mie¢ funkcje rozktadu produkcji
w czasie w zaleznos$ci od przyjetej w funkcji celu postaci funkcji kosztow. W tym
celu wykorzystamy réwnanie Eulera (25), aby znalez¢ odpowiednie postaci biorgc
pod uwage zadanie decyzyjne (4)-(7).

Jezeli funkcja kosztow ma posta¢ (8), rownanie rozniczkowe Eulera mozna
zapisac:

x'()=0,5ha;".

Stad po wykonaniu operacji catkowania:
x(1)

Jezeli f [x(t)] jest wielomianem 3-ego stopnia typu (10), wtedy rownanie
Eulera ma postac:

0,5k

a

t+m (26)

2

dx(t)

=h [6b, —2b,]" 27)

Przeksztatcamy (27) do postaci, a nastgpnie catkujemy obustronnie uzyskujac:
30, [x(0)] —2b,x(t)=ht+ p

gdzie p — stala catkowania.
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Uzyskane rownanie traktujemy jako trojmian kwadratowy wzgledem x(t)
i otrzymujemy dwa rozwigzania:

5 (1) = 0,335, [52 + 30, (ht + p)|”* +0,330,0;"
x, (£)=0,33b,b," 0,33, [ 2 +3b, (ht + p) |~
Zaktadajac, ze funkcja f [x(t)] ma posta¢ opisang wzorem (12), rownanie
Eulera zapiszemy:
dx(t)

—L=nlap(p-0] [x()] (28)

Wtedy po wymnozeniu obu stron przez [x(t)]ﬁf2 dt 1 podstawieniu
r=h [afﬂ ( p- 1)]_l catkujemy obustronnie uzyskujac:

(p-1)" [x(t)]/"*l =rt+R

gdzie R — stala calkowania.
Ostatecznie otrzymujemy funkcje:

1
x(t)=[(B-1)(rt+R)]s (29)
Jezeli funkcja f [x(t)] bedzie mie¢ posta¢ (14), wtedy rownanie Eulera ma
postac:
de(t) =—4ha"* [x(1)]” (30)
t

Po podstawieniu w = 4ha ™"’ catkujemy réownanie

[x(t)]fl’5 dx (1) = —wdt , uzyskujac ostatecznie:

x(t)=4(wr+ W)_2
gdzie W — stata calkowania 31

Dla funkcji f [x(t)] w postaci (16) réwnanie rdzniczkowe Eulera przyjmie
postac:

dx(t)

=0,5h[a}/(7/—,[3)]71 [x(t)+}/]3 (32)
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Po podstawieniu g = 0,5k [;/(7/— ,8]71 i odpowiednim przeksztatceniu otrzy-
mujemy [x (t) + 7/]73 dx(t) = qdt . Po calkowaniu obu stron mozna zapisa¢ nastepu-
jace rdwnanie:

)
[x(0)+7]" =-2(g1+0)
gdzie Q — stata catkowania.
Ostatecznie funkcja rozkladu produkcji w czasie bedzie miata postaé:

x(t)=[2(qt+0)]" -7 (33)
Ostatnia posta¢ f [x(t)] opisana funkcja (18) generuje rownanie Eulera
W postaci
dx(t)
dt

= ha"ﬂ'zexp[—[)’x(t)] 34)

Jezeli podstawimy s = ha ™' 372, to mnozac odpowiednio obie strony mamy:

exp [,Bx(t)]dx(t) = sdt

Po obustronnym catkowaniu tego rownania otrzymujemy:

,B_lexp[ﬁ'x(t)] =st+S lub exp [,Bx(l)] = ﬂ(st + S)

gdzie S — stata calkowania.
Po zlogarytmowaniu obu stron ostatecznie uzyskujemy:

x(t)=p"'Im[B(st+5)] (35)

Rozwazymy teraz doktadniej przypadek opisany kwadratowg funkcja kosztow
typu (8). Funkcja rozktadu produkcji jest w takim przypadku rosnaca funkcja linio-
wa, ktorej nachylenie jest uzaleznione od kosztu magazynowania i parametru przy
x (t) Wyraz wolny m jest zalezny od warunkow (6) i (7) zadania wyjSciowego.
Wielko$¢ produkeji w okresie (0, {) mozna wigc wyznaczyc:

0 h h
X(t)=j(—z+m)dt=—t2+mt+n (36)
y 24, 4a,

Narys. 1 przedstawiono ksztattowanie si¢ produkcji w zaleznosci od ustalone-
go zapotrzebowania. Przyjmujac Z (0) =0 w momencie ¢ = 0, nalezy przez pewien
»1,) zapas
ulega likwidacji az do przecigcia si¢ prostej x (t) i krzywej v (t) Przez pewien czas

czas produkowac powyzej zapotrzebowania, tworzac zapas. W okresie (¢
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produkcja réwna si¢ zapotrzebowaniu, a nastgpnie znow wzrasta. Odcinek prostej
x (1) jest tu obnizony, a wigc caly przebieg x(¢) sklada si¢ z szeregu odcinkow
prostej oraz pewnych czgsci, dla ktoérych x(t) = v(t). Przebieg produkcji jest zatem
bardziej wygtadzony, niz krzywa zapotrzebowania.

Rys.1.

X(t)
V(t)

pAd ]
v(t)

Na rys. 2 przedstawiono krzywe X (t) iV (t) dla prezentowanego przyktadu.
X (t) jest funkcja typu (36). Zatozenie (6) o nieujemnosci zapasu powoduje, ze
linia X (t) jest zawsze powyzej V(t) , a jedynie na niektorych odcinkach si¢ z nig
pokrywa dla Z(0) = 0.

Rys. 2.

X(t)
V(1)

X(t) .-~

V(t)

X(0) .-

=]
v
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Sprawdzimy jeszcze, jaki bedzie efekt, gdy zalozymy, ze koszt magazynowania
h wyniesie zero. Wtedy x'(¢) =0, czyli funkcja rozktadu produkeji w czasie bedzie
stalg — prostg rownolegla do osi ¢. Poziom produkcji bedzie taki sam az do momentu
wyczerpania zapasu. Potem ulegnie przesunieciu w gore lub dot, w zaleznosci od
krzywej zapotrzebowania (rys. 3).

Rys. 3.

xm‘
V(1)

X(t)

Wynika to z zatozenia, ze w kazdym momencie zapas produktu musi by¢ nie-
ujemny. Przedstawiona na rys. 3 krzywa x(l) nie jest jedna linig ciggla, ale jest
ciagla w przedzialach, ktérych dlugos¢ zalezy od ksztaltu krzywej zapotrzebowania.

Podsumowanie

Przedstawione w artykule rozwazania wskazuja, ze w zalezno$ci od postaci
funkcji kosztow mozna mie¢ do czynienia z r6znymi formami optymalnego rozktadu
produkcji w czasie. Zasadniczy problem sprowadza si¢ wigc do tego, aby kazdora-
zowo dla produkowanego wyrobu ustali¢ wtasciwa funkcje kosztow, spetniajaca po-
dane warunki, a wtedy przy uzyciu rachunku wariacyjnego znalez¢ najlepsza funk-
cj¢ rozktadu produkcji. Taki scenariusz jest mozliwy pod warunkiem, ze produkcja
okreslonych wyrobéw ma charakter masowy, a problem analizuje si¢ w warunkach
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deterministycznych. Przy innym typie produkcji (np. w produkcji krotkoseryjnej lub
jednostkowej) albo w warunkach stochastycznych nie jest mozliwe zastosowanie
prezentowanego podejscia.
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ANALYSIS OF PRODUCTION FLUCTUATION IN ENTERPRISES WITH USE OF VARIATION
CALCULATIONS

Abstract

The subject of the article is a use of variation calculations to optimize production time-
table for the specific product. Use of variation calculations is possible only in case of using
a deterministic decision-making model for description of dynamics of production time-table.
In the article were analyzed selected analytical forms of functions of the production cost,
which can be used in the criteria function in the model mentioned above. Through such ap-
proach the functions that describe production time-table can be designated in relatively easy
way. These functions will simultaneously minimize total cost of production.
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